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Abbildung 1: Aufbau des Rubik-Vitfels

1 Einleitung

Am 30.01.1975 meldete EdrRubik, Professor an der Budapester Hochschildhgewandte Kunst, eine
Erfindung zum Patent an, die, um mit den Worten von D.Singmaster zu sprechen, das wahrscheinlich lehr-
reichste Spielzeug ist, das jemals erfunden wurde. Es handelt sich um derélegeBdubeniirfel, nach

seinem Erfinder auch Rubik-tifel genannt, der inzwischen iiber 20 Millionen Exemplaren verkauft
wurde.

Gegenstand dieser Arbeit sind die Darstellung und automatiséheng dieses und zweier weiterer
kniffliger raumlicher Puzzles mit Hilfe eines Computers.

Zunachst jedoch soll der Aufbau und die Funktionsweise der 3 Puzzles beschrieben werden.

Rubik-W Girfel  Im Grundzustand sind alle sechs Seiten einfarbig (im Original: rot, orange, gelb, weif3,
blau und giin). Jede dieser Seiten besteht aus 9 defilen (Quadrate); der ganzeiviél scheint aus x

3 x 3 = 27 Teilwurfeln (Segmenten) zu bestehen, von denen allerdings nur 26 zu sehen sind. Jeweils neun
Segmente bilden eine Scheibe, die um ihren Mittelpunkt drehbar ist.

Die Segmente werden nach ihrer Lage bzw. nach der Anzahl ihrer farbigen Aufkleber unterschieden.
Es gibt also 8 Eckeniarfel, 12 Kantenwirfel und 6 Mittenviirfel, die bei Drehung einer Scheibe wieder
in Segmente gleicher Aribergehen. Man wird feststellen daR® sich die Mitten wie ein starres Gebilde
verhalten, das heil3t sie Z@rdern ihre relative Lage zueinander nicht. Kanten und Ecken dagegémegeh
mehreren Scheiben gleichzeitig an und wandern somit beim Drehen der abbretie Wirfeloberfhiche,
was den eigentlichen Reiz dieses Puzzles ausmacht. Neben Pasitlensngen der Segmente finden auch
Orientierunganderungen statt. Kantehnen gekippt auftreten, Ecken sinédgticherweise gedreht.

Dadurch ist eine fast unausggfliche Vielfalt von verschiedenen Stellungetogiich, deren genaue
Anzahl sgater noch berechnet wird.

MiniTet und Stern Diese beiden Puzzles bestehen im Gegensatz zum RubiteWWhur aus 8 Seg-

menten. Die Drehebenen stehen aber ebenfalls paarweise senkrecht aufeinander. Bei genauer Betrachtung
entpuppen sie sich als das reine Eckenproblem des Rubiel, mit einer wichtigen Einscnkung:

vier der acht Ecken sind orientierungsfrei, was zwar die Stellungsvielfalt edrgddahkeinesfalls jedoch

den Spal3 beim Drehen unédsen.
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Abbildung 3: Aufbau von Tetraeder und Stern



2 Grafische Darstellung

Die grafische Umsetzung sollte mit Hilfe eines leistudggfen Grafiksystems geschehen, welches sowohl
das Zeichnen von Primitiven wie Polygonen, Linien etc. beherrschen sollte, sowie in der Lage sein sollte
Beleuchtungsberechnungen durcliuen. Die Suche nach einem solchen Werkzeug endete sehr schnell
bei der OpenGL.

Was ist OpenGL, wo kommt sie her und was kann sie?

Bei OpenGL handelt es sich um eine Grafik-Bibliothek (Graphics Library). Diese wurdeingdjwh
von der Firma Silicon Graphics entwickelt und nannte sichaztist nur GL. Diese GL wurde&tdig
weiterentwickelt und erfreute sich wachsender Beliebtheit. Schlie3lich entstand ein Nachfolgér, der f
alle Plattformen offen ist; deshalb OpenGL. Allerdings ist OpenGLTM ein eingetragenes Warenzeichen
und damit streng lizensiertUF alle Benutzer von X11-Systemen ist deshalb die Grafikbibliothek MESA
interessant. Diese isémlich kostenlos, und der Name wurde vom Autor Brian Paul frei erfunden. Von der
Funktionaliit her steht MESA der OpenGL inzwischen in nichts nach.

Zusatzlich zum Kern der OpenGL werden noch zwei weitere Bibliotheken mitgeliefert. Es handelt
sich um die OpenGL Utility Library (GLU) und das OpenGL Utility Toolkit (GLUT). aNrend die erste
Erweiterung unter anderem die vereinfachte Handhabung der geometrischen Transformationen sowie die
Erstellung von Kugeln, Zylindern, @&. unterditzt, erndglicht GLUT die Einbindung der Applikation in
ein Fenstersystem.

Zum Schlu noch ein kurzétberblickilber die wichtigsten &higkeiten der OpenGL:

e 3D-Grafik, dazu gefren schattierte Punkte, Linien, Polygone StadksAttribute und Matrizen
Ausblenden verdeckter Objekte (Depth Buffering) Arbeit mit Displayliste@ti®h von Linien und
Polygonkanten (Antialiasing)

e Materialeigenschaften, Beleuchtung, Texturierung, atmasgthe Effekte

e verschiedene Puffeilf Spezialeffekte

u.v.m.

2.1 \Verwaltung der Daten
2.1.1 C++-Klassen

Das Programm wurde in C++ geschrieben und, soweit digglioch war, objektorientiert gestaltet. Diese
Ausdrucksweised3t erkennen, dald es diesbglzch Einschankungen gab. Zur Ereigiiiberwachung wer-

den von der Utility Bibliothek von OpenGL sogenannte Callback-Hooks benutzt (dater spehr). Diese

rufen im Falle eines Ereignisses eine Funktion auf, die allerdings global sichtbar sein muf3. Es kann also
keine Methode einer Klasse benutzt werden, was das Integrieren von Fenstern in eine Klasgehnm
macht.

Fensterunalimgige Daten dagegen werden konsequent in Klassen verwaltet. Dabei erhielt der Rubik-
Wiirfel eine eigene Klasséjif Stern und MiniTet hingegen wurde eine gemeinsame Klasse implementiert,
da sich beide Puzzles nur minimal im Aussehen unterscheiden. Die FunktionsweiBigsidentisch.

Somit reicht bei der Objekterzeugung nur ein Flag zur Unterscheidung.

Weiterhin wurde eine Klasse zur Verwaltung von Schiadtilen (Gadgets) eingéfrt. Sie enthlt In-
formationeniiber Aussehen, ®Re und Lage der Bereiche in denen per Mausknopf eine Aktion dssgel
werden soll. Die zugdirigen Methoden dienen der Darstellung bzw. dem Test ob sich der Mauszeiger
innerhalb eines der oben genannten Bereiche befindet.

SchlieRlich wurde noch eine Klasse implementiert, mit deren Hilfe einfache geometrische Objekte wie
Polygone und Linien in einen Puffer gezeichnet werdénren.

2.1.2 Datenstrukturen fur die Puzzles

Bei der Speicherung des Aussehens der einzelnen Puzzles wurde darauf geachtet, daf3 die darauf anzuwen-
denden Operationen, in erster Linie die Darstellung, relativ einfach zu implementieren sind. Somit ist es
nicht verwunderlich, dal? die Daten zudsungsfindung anders abgelegt wurden.
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Abbildung 4: Organisation desx 2 x 2-Wrfels

Stern Jede Ecke besteht aus einem Feld mit 3 Bipn, in denen die Farbwerte (0 bis 2) der drei Aufkle-
ber auf der Ecke gespeichert sind. Die Eagee entsprechen den Farbwerten entgegen dem Uhrzeigersinn.
Der erste und dritte Eintrag erith die Farben der oberen bzw. unteren beiden Aufkleber einer Ecke, je
nach dem ob sich diese in der oberen bzw. unterélftéides Sterns befindet. Der zweite Eintrag verweist
demnach auf die zur Mitte zeigendera€then. Die Ecken selbst sind wiederum in einem Feld abgelegt,

MiniTet Die Datenstruktur dieses Puzzles igtllig identisch aufgebaut wie die des Sterns. Auch hier
werden fir jedes Segment drei Farbwerte abgelegt, obwinhdlie einfarbigen Segmente ein Wert gereicht
hatte. Auf diese Weise bleiben die Datenstrukturen einfach und vor allem kompatibel.

Rubik-W trfel Im Gegensatz zum MiniTet wird der tvfel nicht segmentweise sonderadhenweise
abgespeichert. Jede der sechs Audehftn besteht bekanntlich aus 9 Aufklebern. Es wird also ein 2-dim.
Feld mit der Ausdehnung 6x9 bétigt. Die genaue Indizierung ist auch hier der Skizze zu entnehmen.

2.1.3 Drehoperationen

Drehen bedeutet prinzipiell, daf? beliebig viele Scheiben einer Drehebene in eine bestimmte Richtung um
einen bestimmten Winkel gedreht werden. Der Winkel ist in diesem Fall immer ein Vielfach@8dbnie
Richtung wird nicht explizit angegeben, sondern ist das Vorzeichen des Winkels. D36eBrehung

nichts bewirkt und eine Drehung u20° einer Drehung um-90° entspricht, sind nur folgende Drehwin-

kel zugelassen=90°, 90° und 180°. Diese werden kodiert als -1, 1 und 2. Die Drehebene wird spezifiziert
durch die Drehachse, welche entweder in Richtungader- oder z-Achse zeigt. Als Kodierung wird

hier 0, 1 und 2 verwendet. Schlie3lich muf3 noch angegeben werden, welche Scheiben gedreht werden
sollen. Der Wirfel besitzt in jeder Drehebene 3, das MiniTet nur 2 Scheiben. Auch hier wird wieder ei-
ne Kodierung eingéfrt. Die Scheiben erhalten Zweierpotenzen - beginnend mit 20 - als Identifikation.
Sollen mehrere Scheiben bewegt werdefissen diese Zahlen addiert werden. Ein Wert vog 111,
(Binardarstellung) beispielsweise bedeutet, daf sich alle drei Scheiben, also der gafetediéhen.

2.1.4 Verwendung einer Zugliste

Um Zlige zuticknehmen zu#énnen, ist es erforderlich, eine Zugliste bereits ausgéhrte Aige zu ver-

walten (im Programmtext History-Liste genannt). Diese wird intern als doppelt verkettete Liste realisiert.
Die Listenelemente enthalten den zu diesem Zeitpunkt gerade abhsgef Zug, in der im letzten Ab-
schnitt beschriebenen Kodierung. Das @tknehmen eines Zuges bedeutet also die Werte des aktuellen
Listenelements mit negiertem Winkel an die Drehroutindibargeben und anschlieRend den dorger

zur aktuellen Listenposition zu machen. Im Gegensatz damsean beim erneuten Aliigfren eines gege-
benenfalls vorher ziickgenommenen Zuges zuerst der Nachfolger des aktuellen Listenelements bestimmt
und anschliel3end seine Daten an die Drehrotitbergeben werden.
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Abbildung 5: Organisation desx 3 x 3-Wirfels

Werden zuatzliche Zige in die Zugliste eingéfjt, zum Beispiel weil der Benutzer einen Zug st
oder das Puzzle ordneafit, geschieht dies gruréglich nach der aktuellen Listenposition. Allége, die
beZziglich dieser Position in der Zukunft liegen, werden dabebgseht!

Doch die Zugliste kann auch noch anders eingesetzt werden. So werden vom Computer etmgpeigte Z
(Zufallszige oder Zige zum losen des Puzzles) nicht direkt ausdet, sondern zuerst an die Liste an-
gehangt. Dem Benutzer wird damit freigestellt, ob diégeé tat&chlich angewendet werden.

2.2 Darstellung
2.2.1 Fensterverwaltung

Eine Ubersichtliche Bedienobeiithe verlangt die Benutzung von Fenstern. Diegpkzh [alt OpenGL

fast keine Winsche offen. Es lassen sich beliebig viele Fenstigren, alle mit einem eigenen Kontext
ausgestattet, d.h. Benutzereingaben und andere Ereigiisserkgetrennt nach Fenstern abgefangen und
bearbeitet werden. Solche Ereignisse sind im wesentlichen Tastatur- und Mauseingaben, d&eMergr

und Anzeigen/Verbergen von Fenstern, sowie das Ablaufen einer festgelegten Zeitspanne. Um auf jede Si-
tuation reagieren zudnnen, werden so genannte Callback-Funktionen (Hooks) initialisiert. Ist die Haupt-
schleife einmal gestartet, werden bei eintreffenden Ereignissen automatisch die entsprechenden Funktionen
ausgeifihrt. Die einzige Ausnahme stellt der Idle-Hook dar, der nicht auf ein spezielles Ereignis wartet, son-
dern zu jedem ridglichen Zeitpunkt die ihm zugeteilte Funktion aifsft. AulRerdem ist dieser Hook nicht
fensterablBngig, d.h. es wirdifr das gesamte Programm nur ein ldle-Hookdigyt.

2.2.2 Zeichnen der Puzzles

Die Oberfache der Puzzles besteht aus gleichseitigen Dreiecken bzw. Quadraten, wobei die Kanten und
Ecken abgerundet sind. OpenGL ist zwar in der Lage Polygone wie Dreiecke und Vierecke (welche intern
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Abbildung 6: Triangulierung der \Wfelseitenfachen mit Aufklebern

in zwei Dreiecke zerlegt werden) zu zeichnen, jedoch nur in einer bestimmten Farbe. Bekanntlich hat jedes
Farbsegment der Puzzles einen schwarzen (und somit andersfarbigen) Rand. Es ist also erforderlich, die
Oberfliche der Puzzles weiter in Polygone zu zerlegen. Doch es gibt noch mehr zu beachten. Lichtrefle-
xionen, die @ir ein realistisches Aussehen unabdingbar sind, werden nur an den Eckpunkten der Polygone
(also Dreiecke) berechnet. Der Farbwert anidierigen Punkten der Dreieckafihe wird linear interpoliert.

Das ist eine gewisse Einsémkung, erbht aber drastisch die Darstellungsgeschwindigkeit. In bestimm-
ten Rallen treten dadurch starke Vat§chungen auf,amlich dann, wenn ein Schlaglicht innerhalb der
Dreicksfiche erscheinenimBte. Dieses bleibt aber auf Grund der Interpolation unsichtbar. Einzige Abhil-

fe ist eine feinere Unterteilung der Polygone, in der Hoffnung, dal3 Schlaglichter immer mindestens auf eine
Ecke treffen und somit sichtbar werden. Die Feinheit der Unterteilung der Segmente wird im Programm
vom Parameter PRECISION gesteuert; ein Wert von 3 beispielsweise liefert folgende Aufteilung:

Auf diese Weise erflt man ein recht realistisches Aussehen, mit einer Ausnahme: es fehlen noch die
abgescligten Ecken und Kanten. Auch hieare es mglich ein feines Polygonnetz zu verwenden, wel-
ches bogerifrmig die Kantertiiberzieht. Damit iirde sich aber wieder der Rechenaufwandbem. Als
Abhilfe wird ein kleiner Trick angewendet. Statt auftreffendes Licht immer senkrecht zur &xtyexfte-
flektieren zu lassen, werden die Normalenvektoren der Eckpunkte der Polygone absichtiitdthkierDie
Lichreflexion wird damit so vémdert, als ob die Kanten tatshlich abgesclgt waren. Dieses Vorgehen
wird auch als,Bump mapping" bezeichnet.

SchliefZlich muf3 noch bedacht werden, daf’ beim i#ush von Zigen zwischenzeitlich das Innere der
Puzzles sichtbar wird. Damit die Puzzles nicht hohl wirken, werdeéatzlishe schwarze Bthen an den
Drehebenen eingift.

Wie sicherlich deutlich wurde, bestehen die einzelnen Farbsegmente der Puzzles aus einer Vielzahl
von Polygonen. Diese iissen bei jeder Lageviarderung des Puzzles in einer langen Sequénjeties
Segment neu erzeugt werden. Um den Programmcode nicht explodieren zu lassen, bietet OpenGL die
Maoglichkeit, eine Folge von Zeichenoperationen in einer sogenannten Displayliste abzuspeichern. Dabei
wird zusatzlich versucht eventuell auftretende Transformationen intern zu vereinfachen, was eine Rechen-
zeitverkirzung zur Folge hat.

2.2.3 Hierarchische Transformation

Das Zeichnen der Polygone untergliedert sich in folgende Schritteachish muf? eine Transformation
des urspiinglichen Koordinatensystems durchgfaft werden. Diese umfal3t zum einen die Verdrehung des
Puzzles um seinedngsachse sowie die Kippung nach vorn oder hinten und zum anderen die Verschiebung
zum entsprechenden Segment sowie die korrekte Plazierung innerhalb diesem. Diese Kette von einzelnen
Transformationen muf3 nuiirf jedes Primitiv durchgéhrt werden. Wie man sich leicht vorstellen kann,
ist diese Vorgehensweise ziemlich rechenintensiv, zumal nicht nur Matrixmultiplikationen, sondern auch
trigonometrische Berechnungen durchiget werden rissen.

Auch hier bietet OpenGL Abhilfe. Es istaglich, bereits durchgéhrte Transformationen in Form von
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Matrizen auf einem Stack abzulegen. Sorde man zuachst die Verdrehung und Kippung duréhfen,
diese Matrix sichern, und erst jetzt didehste Transformation berechnen. Wt man so weiter, spart
man eine Menge Rechenzeit ein, denn einmal berechnete Matridssem nur noch vom Stack geholt
werden. Au3erdem wird das Programm um einigiesrsichtlicher.

Die Folge von Transformationen und Stackoperatio@t sich zur Veranschaulichung als Baum dar-
stellen.

Jetzt gilt es noch, die Animationsphasen der Puzzi@srend der Zugaushrug zu betrachten. Da in
diesem Fall einige Teile zum restlichen Puzzle verdreht sind, muf3 die Darstellung schichtweise geschehen
(statt sonst segmentweise, Seile $eite), wobei zum Zeichnen der verdrehten Schichten eirédziche
Transformation ausgéhrt wird.

Um auch hier einen realistischen Bewegungsablauf zu erhalten, folgen die Drehwinkel der Animation
einer kubischen Gleichung. Es handelt sich also um eine ungléilgibeschleunigte Bewegung.

2.2.4 Bitmapgrafik

Wahrend bisher nuiber von OpenGL gerenderte Grafik gesprochen wurde, jetzt noch einige Bemerkun-
gen zu Bildgrafiken, die auch im Programm zur Gestaltung der Bedienatiezfbenutzt wurden.

Grafiken werden vom Dateisystem in den Hauptspeicher geladeniisgbmin einem bestimmten For-
mat abgelegt sein, welches OpenGL verarbeiten kann. Es handelt sich leider nicht um &irchkdives
Grafikformat, sondern um ein Rohformat ohne jegliche Informatidrnmr Gb3e und Farbtiefe. Das Bild
wird zeilenweise von unten nach oben (da bei OpenGL der Koordinatenursprung unten links liegt!) abge-
legt. Jeder Punkt des Bildes wird durch ein Zahlentripelasentiert, welches die Rot-, &1 und Blauan-
teile des Pixels widerspiegelt. Ob es sich um 1-, 2- oder 4-Byte-Werte handelt ist unwichtig, solange man
beim Einladen die korrekte GRe angibt. Einmal im Speicher kann die Grafik mit einem einfachen Befehl
an eine beliebige Position im Fenster kopiert werden. Leideft Idie Grafik zuvor durch die komplet-
te Renderpipeline, so dal3 Skalierungen, Drehungen und andere Transformationen sowie Clipoperationen
und Farbmischungen wirksam werdeinken (auch wenn sie nicht kgt werden). Das verlangsamt die
Darstellung merklich. Allerdingsikmmert sich OpenGL selbst darum, daf3 die Farben korrekt aussehen,
eventuell wird auch gerastert (Dithering), was gute Ergebnisse liefert.

2.3 Bedienung/Steuerung
2.3.1 Einleitung

Ein gutes Programm zeichnet sich durch eine einfache und intuitive Bedienung aus. Welches Eiagabeger
eignet sich da besser als eine Maus? Daher wurde viel Arbeit investiert, um eine leicimdiche Maus-
steuerung zu implementieren. Ndtch wurde auch auf diejenigen Nutzetiéksicht genommen, die eine
Tastatur der Maus vorziehen, indem wichtige Funktionen auch mittels Tastatuheaesfsind.

2.3.2 Mernis

Mit den Funktionen der GLUT-Bibliothek kann man auf einfache Weise beliebig tief geschachteltis Men
erzeugen. Jeder Mapunkt erkalt eine Nummer mit der er eindeutig identifiziert werden kann. Desweiteren
mul3 das Meid mit einer beliebigen Maustaste vetlpft werden, in diesem Fall, wie allgemaiblich, die
rechte Taste. Leider ist es nichbglich Balken zur Trennung der M&aintfage einzufigen oder Eintige
mit Schaltern zu versehen. Allerdings kann man zur LaufzeitiMerttage bschen oder hinzifen.

Um Menlauswahlen abfangen zémnen, muf3 ein entsprechender Callback-Hook deklariert werden.
Er liefert die Nummer des Mérpunkts, die bei der Initialisierung angegeben wurde.

2.3.3 Rotation

Nicht alle Seiten des Puzzles sind gleichzeitig sichtbar. Durch Rotation des Puzzles kann aber ein komplet-
ter Uberblickiber das Aussehen des Puzzles vermittelt werden.



2 GRAFISCHE DARSTELLUNG

10

Kippung

Drehung um Léngsachse

xxxxx

xxxxxxxx

xxxxx

Abbildung 7: Schritte zur 3D-Darstellung



2.3 Bedienung/Steuerung

Ansatz:
a(f)=ct+a, (Beschleunigung)

W= %ct2 +ayt+v, (Geschwindigkeit)

s(=get>+ %ao P+uyt+s, (Weg)

folgendes ist bekannt:
$(0)=0, s(1)=90 (Rotation um 90 Grad)
1(0)=0, (1)=0 (Anfangs— und Endgeschwindigkeit sind Null)

= 0=u0)=y,
0=ul)=5c+a, (1)
0=s(0)=s,
90=s(1)=gCc+5a, (2)

(1), (2)= a,=540, c=—1080

einsetzen:
s(f) = —1803+270¢% = 90£%(3-21)

diskretisieren:
subst: t=ﬁ, step=Anzahl der Schritte

_ 7 j \ _ 90/%3step—2j) .
=) = QOStepz(S—ZM ==y 0<j<step
s(t) A
OO e 3
45 o ‘
0 | -
0 0.5 1t
step/2 step j

Abbildung 8: Beschleunigte Bewegung
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Taste| Bedeutung Taste | Bedeutung Taste | Bedeutung
I links (left) t oben (top) f vorne (front)
[ mitte 0 mitte p mitte
r rechts (right) d unten (down) b hinten (back)

Tabelle 1: Tastenbelegung

Die Rotationsachse vénlft durch die Deck- und Grundithe des Puzzles, und kann um maxiatgl
nach vorn oder hinten gekippt werden. Manatein Modellahnlich eines Globus. Diese Einsahkung
stellt sicher, dal3 man nicht die Orientierung verliert.

Es ist wichtig zu ensthnen, dal’ sich das Puzzle eigandig mit konstanter aber regelbarer Geschwin-
digkeit um die langsachse dreht,alrend @ir die Kippung der Winkel einstellbar ist.

Die Rotation kann sowohl mit der Tastatur (Cursortasten) als auch mit der Maus gesteuert werden.
Sobald die mittlere Maustaste gédkt wird, folgt das Puzzle den Bewegungen der Maus. Nachdem man
die Taste wieder loal3t, bleiben die aktuelle Rotationsgeschwindigkeit und der Kippwinkel erhalten.

2.3.4 Austihren von Ziigen

Zuge kdnnen auf drei verschiedene Arten angewiesen werden. Die einfachste Methode ist die Benutzung
der Tastatur. Unter Zuhilfenahme von Shift- und Controltaste lassen sich fastigiéeatisfhren. Hier
eineUbersichtilber die Tastenbelegungen:

Die zweite, zugleich die eher gélnungsbeiirftige, Methode ist die Benutzung von Schaitthen. In
einem separaten Fenster sind allégiichen Zige als Kidpfe mit Pfeilen, die Drehebene und -richtung
andeuten, in einem Raster angeordnet. Die Pfeile entsprechen den Drehungen, wenn niahnachS
Nord auf das Puzzle schaut. Ein Klick mit der linken Maustaste auf einen Knopf aktiviert sofort die ent-
sprechende Aktion.

Die letzte Methode erlaubt einen sehr intuitiven Umgang mit dem Puzzle. Um einen Zugiduenyf
geriigt es mit der Maus direkfin das Puzzle hineinzugreifen* und die ausgéie Scheibe zu drehen.
Diese Aktion ist allerdings nur beim Rubik-Wfel implementiert.

Der Rubik-Wirfel besteht aus 9 Scheiben. Es mufite sichergestellt werden, dal? die Auswahl einer
Scheibe mit der Maus eindeutig ist. Damit kamen die Farbsegmente als Auswahlelemente nicht in Frage,
da sie jeweils zu zwei Scheiben gebn. Einzig die Vilrfelkanten gestatten eine eindeutige Identifikation,
denn keine Kante gént zu mehreren Scheiben. Zudem sind von jeder Scheibe immer mindestens 2 Kanten
zu sehen, so dal} in jeder Lage dear®ls alle Zige audfihrbar sind. Einzige Ausnahme ist die Ansicht
senkrecht auf eine der sech&éhen. Hier sind Drehungen, die in der Bildebene liegen nidiglich.

Man erkennt, dal3 diesedsung fir MiniTet/Stern wenig geeignet ist, denn diese besitzen keine Ent-
sprechungeniir die Kanten des 23-Wffels, in den sie einbeschrieben sind.

Ein schwieriges Problem bei der Umsetzung der Idee war die Assoziation von 2-dimensionalen Maus-
koordinaten mit 3-dimensionalen Raumkoordinaten. Um genauer zu sein: ili¢ mdn aus gegebener
Mausposition die Scheibe, die gedreht werden soll? &®wicher ridglich mittels geometrischer Berech-
nungen dieses Problem Ziskn. Doch schien dies recht kompliziert zu sein. Auch in Hinsichflnfiche
Probleme, die beim Unafben der Farbsegmente auftraten &hster Abschnitt), fiel die Entscheidung auf
eine alternative Be@ltigung dieser Aufgabe. Es wurde eine Datenstruktur implementiert, die es erlaubt in
einen Puffer, der sich an die &te des Ausgabefensters anpalit, aiiditeefPolygone und Linien beliebi-
ger Dicke in einer bestimmten Farbe zu zeichnen. Die Tiefensortierung wurde mittels Z-Puffer-Methode
gebst.

Mittels dieser Datenstruktur war es nurbgtich ein Abbild des Rubik-Wirfels in vereinfachter Form
zu erstellen. Der Wirfelkdrper wurde durch 6 Quadrate in der Hintergrundfarbe nachgebildet. Damit ist er
zwar unsichtbar, doch Bildteile die sichumlich dahinter befinden, werden davon verdeckt. An jede Kante
wurde eine dicke Linie mit aufsteigender Farbnummer gezeichnet. Wie bereébrargind jetzt nur die
im Vordergrund liegenden Kanten sichtbar.

Zum Herausfinden der ausgéhliten Kante muf3 nur noch der Farbwert an der Mausposition ausgelesen
werden. Ist der Punkt in der Hintergrundfarbe gezeichnet, befindet sich der Mauszeigereickiner
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Kante.

2.3.5 Umfarben des Puzzles

Damit das Programm auch praktisch sinnvoll genutzt werden kann, ist es nicht ausreicheiidenaug-
zufuhren zu Bnnen. Fr den Fall, dal? man eine konkrete Start- oder Zielstellung vorgeldehts ist es
notwendig, das Puzzle entsprechearbén zu bnnen.
Das geschieht wieder am einfachsten mit der Maus. In eineétzichen Fenster &hlt man eine der
zur Verfugung stehenden Farben aus tihert&gt sie mittels Mausklick auf ein Farbsegment seiner Wahl.
Auch hier wurde die im vorigen Abschnitt beschriebene Datenstruktur erfolgreich eingesateentl
vorher die Kanten hervorgehoben wurden, werden jetzt die einzelnen Farbsegmente mit verschiedenen
Farben (54 beim Rubik-WWfel, 24 beim Stern und MiniTet) markiert. Auf diese Weise kann auch bei relativ
bizarren Formen des Puzzles, wie sie beim MiniTet oft auftreten, sehr einfach das unter dem Mauszeiger
liegende Farbsegment bestimmt werden.

3 Automatische Losung

3.1 Das magische Tetraeder (Minitet) / Stern
3.1.1 Theoretische Grundlagen

Das magische Tetraeder/Stern entspricht @em2 x 2 Wirfel. Es besteht also nur aus Eckésien,
wobei beim Stern alle Teile als kleine Tetraeder (Spitzenteile) auggepind, beim MiniTet hingegen
nur vier Teile tetraededfmig sind und die anderen vier nur als Dreiecke (flache Teile) wahrnehmbar sind.
Den flachen Teilen sieht man ihre Orientierung nicht an, wir wollen sie deswegen als orientierungsfrei
betrachten. Unter dieser Voraussetzung gibt 380 verschiedene Stellungen des MiniTets: Wir halten
eine orientierbare Ecke fest, dandrken die restlichen Ecken auf den verbleibenden sielignd?l per-
mutieren {!) und drei Ecken &nnen verschieden orientiert sein (33). Da im ersten Zug neun verschiedene
Zugmiglichkeiten bestehe®(°, 180° oder270° in jeder der drei Dimensionen) und in jedem weiteren
sechs Myglichkeiten (aufeinanderfolgendéige brauchen nicht in der gleichen Dimension stattzufinden),
braucht man wegef - 65 = 69984 < 136080 mindestens 7 dge, um alle Stellungen zu erreichen. Durch
Uberpiifen aller nidglichen Stellungen ermittelt man ein Maximum von 9 Drehungen (Winkel der Dre-
hungen beliebig), um eine beliebige Stellung in die Grundstellurigheuiihren.

Aufgrund der unterschiedlichen Art der Teile, kann man das MiniTet durch Drehen in andere Formen
bringen, es gibt davon bis auf volstdige Drehungen sieben verschiedene.

3.1.2 Testumgebung

Das Entwickeln und Testen debkungsalgorithmen soll unadhgig von der grafischen Ausgabégtich
sein. Zum einen iiissen Stellungen zum Testen eingegeben und zum andéssemdie Ergebnisstellun-
gen ausgegeben werdedrien.

Stellungen Bnnen direkt im Programmcode als konstante Felder abgelegt werden. Zur Vereinfachung
durfen dies nur Stellungen in Tetraederform sein. Ein derartiges Feld besteht aus zwei Dimensionen, die
erste Dimension adressiert die Seitaofie (bezogen auf die Tetraedergestalt), die zweite Dimension adres-
siert die Position des Farliitchens.

Mit Hilfe eines vorgefertigten Feldes, das jeder Eckenposition die Positionen der drei&tsntidah
in der Tetraederseiten-Beschreibung zuordnet, und einem Feldiidalief Eckenteile die verwendeten
Farbbhttchen verzeichnet, erstellt eine Routine aus der Seih#hbeschreibung die Datenstruktur, die
fur die Losungsalgorithmen bétigt wird.

Fur die Kontrollausgabe wird sowohl die interne Datenstruktur verwendet als auch die &etienflarstellung
aufbereitet.
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Abbildung 9: Interpretation des Tetraedersals 2 x 2-Wiirfel

3.1.3 Datenstrukturen und Operationen

Fur gewdhnlich richtet sich die Wahl einer Datenstruktur zuerst nach der Art der Daten, die abgespeichert
werden sollen und dann danach, welche Operationen daran andgeérden sollen. Bei der Datenstruktur

fur das MiniTet beitigen wir Tests aufigltige Stellungen, Drehungen einzelner Scheiben, das Vergleichen
mit anderen Stellungen, das einfache Erkennen bestimmter Situationen, z.B. ob sich das Puzzle in Tetra-
ederform befindet. Dabei ist es wichtig, Symmetrien am MiniTet auszunutzen. So ist zum Beispiel eine
Scheibendrehung in jeder der drei Dimensiondighech und es sollte eine einzige Routine reichen, um

alle Drehungen in beliebigen Scheiben um eine beliebige Anzahl Vierteldrehungen dutoiepuf

Die Darstellung des MiniTet&iber seine Seitenansichten ist zum Beispieldas losen ungeeignet,
abgesehen davon, dafl sie nicht alle Stellungen beschreiben kann, kann man an ihr auch schwer Drehungen
durchfihren oder Eckenorientierungen erkennen.

Wir wollen uns die Analogie zur x 2 x 2-Wrfel zu nutze machen und die Eckenbeschreibungen in
einem2 x 2 x 2-Feld unterbringen. In der Praxis hat sich gezeigt, dafl? ein linearisiertes Feld einfacher zu
handhaben ist, man kann dann zum Beispiel mit einer einfachen Schleife eine Operation auf alle Feldele-
mente anwenderUber die Biriirzahlendarstellung ist man immer noch in der Lage, recht unkompliziert
auf die Elemente zuzugreifen. Elemént= 10'2 beinhaltet zum Beispiel das Eckenteil an der Position
z=1y=0,2=1.

Wie kodiert man nun die Eckenteile? Die naheliegendsiglidhkeit ware wohl, Kodierungeriir die 3
Farbbhttchen jeder Ecke abzulegen. Damit kann aber die Orientierung eines Teil nicht so einfach ablesen.
Besser ist es deswegen, alle Eckenteile durchzunumerieren - am einfachsten entsprechend ihrer Position
im Tetraeder-Grundzustand - und diese Nummern nebst einer Orientierungskodierung zu speichern. Dieses
Verfahren hat darberhinaus den Vorteil, da man nur reale Eckenteile kodieren kann.

Bleibt die Frage nach der Kodierung der Orientierung. Ist eine Ecke an ihrer Grundposition, bereitet
uns die Definition der Orientierung keine Schwierigkeiten. Die normale Orientierung bezeichnen wir mit
0. Drehen wir die Ecke rechts herum, nennen wir die Orientierung +1, links herum nennen wir -1. Wie
kodieren wir nun die Orientierung eines Teiles, das nicht an seiner Grundposition steht? Wir markieren
jedes Teil an einer Seite und betrachten bei einer beliebigen Stelle die Abweichung von markierter Seite
der Ecke zu der Seite die markierawve, sinde dort die Ecke, die dort in der Grundstellung hirigghals
Orientierung. Bleibt noch zu &fen, welche Seite eines jeden Teils zu markieren ist. Leider ist es nicht
moglich, die Markierungen so zu gestalten, dal® die Drehroutinalfe Scheiben gleich ist. Wir versu-
chen wenigstens ein Muster zu finden, so daf3 sich die Routine mit wenigen Parametern an die jeweilige
Dimension anpassen kann.

Eine solche Musterung zeigt die Abbildung. Man erkennt, daf3 Rotationen in der oberen Ebene die
Orientierungen nicht v@ndern, da eine markierte Seite immer wieder in eine markierte Gadgeht.

In den anderen Richtungen muf3 dagegen zu der Orientierung immer im Wechsel eins addiert und eins
subtrahiert werden.

3.1.4 Lodsungsalgorithmen

Mit dem Losen eines Puzzles verbindet man intuitiv die Suche nach einer Zugfolge, die von einer vorge-
benen Stellung zu einer anderen Stelluagrf. Es sollen hier die zwei Strategien vorgestellt werden, die
implementiert wurden.
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Abbildung 10: Codierung der Orientierung von Tetraeder- und Sternteilen
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Vollstandige Suche Das Ausprobieren aller denkbarer Zugfolgen ist die einfachste Methode, mit der
man zu dem die bewiesenermaliémzeste Zugfolge findet. Mit einem gewichtigen Nachteil: Die Zahl
der zu testenden Zugfolgeréehst exponentiell mit der Zugfolgémige. Trotzdem gelingt es mit der ak-
tuellen Rechentechnik zumindesirfdas kleine MiniTet alle Zugfolgen in akzeptabler Zeit zu testen. Der
gerichtete Graph in dem die Stellungen durch Knoten und digeedlurch Kanten dargestellt sind, besitzt
136080 Knoten undl36080 - 9 = 1224720 Kanten. Bei maschinennaher Programmieruagrke man mit
einem Bitfeld (7010 Bytes), das die bereits erreichten Stellungen registriert, und einem Fel3G0L89)
Bytes, das vermerkt mit welchem Zug man zu der zur Adressérggin Stellung gekommen ist, eine
Breitensuche sehr schnell realisieren.

Muf3 man fir die Breitensuche allerdingsrfjede neu erreichte Stellung Speicher reservieren und einen
Suchbaum iir alle schon erreichten Stellungen verwalten, wird die Breitensuche so langsam, dal3 man
besser auf eine Tiefensuche ackgreift. Um auch hier dieikzeste bsung zu erhalten, werden zuerst
alle Zugfolgen der Bnge 0, dann alle derdnge 1, usw. getestet. Der Nachteil ist, daf3 alle Sequenzen
eines Durchgangs imachsten wieder komplett durchlaufen werden. Wenn man sich vor Aliget f
daf die Erweiterung des Suchbereiches um einen Zug den Zugfolgenumfang bereits versechsfacht, sieht
man leicht ein, dalRifr die Dauer des gesamten Algorithmus der letzte Schritt ausschlaggebend ist. Auch
dariberhinaus erledigt der Tiefensuchealgorithmus noch mehr Arbeitéits aber in der Praxis hat sich
gezeigt, dafd er der (Hochsprachen-)Breitensiidtiezlegen ist.

Intuitive L 6sung So reizvoll die Kirzeste [bsung ist, so wenig lehrreich ist sie auch, denn ein Konzept
laRt sich in der Computerstrategie nicht erkennen. Sinnvoll ist deswegen ein weibstergsweg, der
dem menschlichen Denken entgegenkommt. Dabei wird dgeihg des Puzzles in Etappen unterteilt, de-
ren Zwischenegebnisse man leicht visuell erfassen kann. Je nachdem, ob man das MiniTet als Tetraeder
betrachtet, oder in ihm die Vereinfachung des 3 x 3-Wurfels erkennt, gibt es verschiedene Etappen-
aufteilungen. Im letzteren Falibernimmt man eine Strategie des Sortierens der Ecken am Rullnifel\V
Zum Beispiel ordnet man erst eine Scheibe, dann plaziert man in der anderen Scheibe alle Ecken, dann
orientiert man diese. Problematisch ist nur, daf3 man notfalls aucliibérélissig erscheinende Zugfolge
ausfihren muf3, um ein orientierungsfreies Teil zu orientieren.

Der Tetraederform kommt daher diésungsvariante aug][entgegen:

1. Drehe gesamtes MiniTet in eine bevorzugte Stellung
2. Bringe Puzzle in Tetraederform

3. Plaziere alle Spitzenteile

4. Orientiere diese

5. Plaziere die flachen Teile

Eine einfache Optimierung eitt man, wenn man aufeinanderfolgendi&gg der gleichen Dimension zu-
sammenfalit oder ganz entfernt. Diese Situation kann beim Wechsel von einer Etappehstemauftre-
ten.
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MiniTet orientieren In diesem Schritt soll das MiniTet in einérf die weitere Bsung vorteilhafte
Orientierung gebracht werden. Wir wollen das MiniTet so drehen, dal3 das Spitzenteil mit der Nummer 0 an
Platz O mit der Orientierung 0 gesetzt wird. Bei allen weiteren Drehung soll dieses Teil nicht mehr bewegt
werden. Das ist keine wirkliche Einsémkung, denn jede Drehung einer Scheibe, die den Platz @lgnth
IaRt sich durch eine Drehung der gegberliegenden Scheibe in entgegengesetzter Richtung ersetzen.

Der Algorithmus geht in drei Schritten vor:

1. Bringe Teil 0 an den Platz 0 oder einen geigjeerliegenden. Dazu wird einfach so lange um die
z-Achse gedreht, bis dieser Fall eintritt.

2. Istdas Teil O jetzt am gegéberliegenden Platz, wird es mit einer weiteren Vierteldrehung zum Platz
0 gebracht.

3. Die richtige Orientierung wird mit zwei weiteren Vierteldrehungen erreicht, wobei sich die Dimen-
sion der ersten Drehung freiahlen A3t. Nimmt man hier die der vorangehenden Drehuifg}, sich
ein Zug einsparen. Som#Rt sich die gesuchte Orientierurig las MiniTet in ldchstens drei dgen
herstellen.

Tetraederform herstellen Laut [2] reichen 3 Zige aus, um von jeder beliebigen Puzzlestellung die
Tetraederform zu erreichen. Dieser Suchumfadgrite mit einer Tiefensuche problemlos ladtigt wer-
den. Implementiert wurde aber ein Algorithmus, der gezielter sucht. Folgghddegungen sind dazu
anzustellen:

Von welcher Form gelangt man mit nur einer Drehung zur Tetraederform, odeiqinalente Frage:
welche Formen erreiche ich ausgehend von der Tetraederform? Man stellt fest, daR die Tetraederform erhal-
ten bleibt, wenn mam80°-Drehungen anwendet, und daf3 es nur eine weitere erreichbare Form (Schmetter-
lingsform, 2) gibt, die man mi®0°-Drehungen herstellt. Wenn man jetzt eine Eigenschaft angeben kann,
welche Tetraeder- und Schmetterlingsform eindeutig kennzeichnet, kann man die Tiefensuche auf zwei
Zuge besctanken.

Eine solche Eigenschaft lautet:

(A) In jeder Scheibe befinden sich genau zwei Spitzenteile.

Esist klar, daR3 beide Scheiben einer Dimension genau dann jeweils zwei Spitzenteile besitzen, wenn
das auf eine der beiden Scheiben zutrifft. Wenn sich in einer Scheibe zwei solche Teile befinden,
kdnnen sie nur nebeneinander oder gédpen liegend angeordnet sein. Davon ausgehinerprift

man leicht, dal3 die genannte Eigenschaft auch hinreichienitetraeder- oder Schmetterlingsform

ist.

Was zeichnet die Formen aus, die man von (2) aus erreicht? Von (2) ausgehend, ist die Drehebene
die das Puzzle symmetrisch zerlegt, uninteressant, denn Drehungen in dieserifBbemadr zu (1)

oder (2). Die anderen beiden Drehebenen unterscheiden sich in der Wirkung nicht, sie trennen das
Puzzle in zwei Hilften, in denen jeweils zwei Eckenteile liegen, die zudem benachbart sind. Diese
Eigenschaft bleibt beim Drehen erhalten.

(B) Puzzle &f3t sich in zwei Scheiben zerlegen, in denen jeweils genau zwei Eckenteile auftreten und
nebeneinanderliegen.

Man Uiberzeugt sich leicht, daR3 (B) hinreicherid fie Formen (2), (3), (4), (5) ist. Sollte weder (A) noch
(B) erfullt sein, liegt eine der Formen (6), (7) vor. Diese Forni@eriihrt man in (3), (4) oder (5), in dem
man eine Scheibe, die genau 1 oder 3 Spitzenteiléainttm90° dreht.

Algorithmus:

1. Test auf Form (1}- fertig
2. Test auf (A)— eine Vierteldrehung entlang der Symmetrieebenél) — fertig
3. Test auf (B)— drehe Ebene mit zwei benachbarten Spitzenteilen bis (2) hergestellt, weiter wie 2.

4. drehe Scheibe mit genau einem oder drei SpitzenteileA0smweiter wie 3.
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Abbildung 11: Mbgliche Formen des Tetraeders und wie sie ineinaiideriihrt werden
kdénnen
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Plazierung der Spitzenteile Da eines der Spitzenteile fixiert istoknen nur die anderen drei ver-
tauscht sein (6 Permutationen). Wir betrachten nun einen weiteren Platz, an dem sich ein Spitzenteil be-
findet. Mit zwei Vergleichen stellen wir fest, ob sich dieses Teil am falschen Platz befindet, mit einer
180°-Drehung ist dieses Prtoblem behoben. Dabtnrden nur noch die verbleibenden zwei Spitzenteile
vertauscht sein, was ebenfalls mit eing6°-Drehung gebst wird.

Orientierung der Spitzenteile Alle zur Orientierung der Spitzenteile bi#iigten Zugfolgen aus?|
wurden im Programm fest gespeichert. Es sind tof §rundlegende Sequenzen, die sich nicht durch Spie-
gelung, Drehung oder Umkehrung ineinandkerfihren lassen. Allein mit Drehung und Umkehrung kann
man aus dieser Menge alle Zugfolgen ableiten, digrsind, um mit einer Sequenammtliche Spitzenteilen
zu orientieren. Das &ckwarts-Austihren einer Folge bewirkt, dafd alle positiven Orientier@nglerungen
negativ werden und umgekehrt.

Zu jeder Zugfolge wird ein konstantes Feld angelegt, daslfei Ecken die Orientierungaderungen
einer Zugfolge enthlt. In einem weiteren Feld wird die Zugfolge selbst durch Paare aus Drehdimension
und Drehrichtung kodiert.

Das Programm probiert alle durch die Zugfolgen erreichbaren Orientigindgaungen in jederaglichen
Drehung vonvarts und éickwarts durch. Sobald eine Orientieruagslerung alle Orientierungen aufhebt,
wird die Zugfolge entsprechend abgewandelt angewandt.

Plazierung der flachen Teile Hierfiir stehen vier dge aus?] zur Verfiigung. Um jedochifr keinen
Zug das Puzzle aus seiner Lage mit der fixierten Ecke bewegeiigsem, werden daberhinaus zwei dar-
aus abgeleiteteifje festim Programm abgelegt. Die Speicherung der Zugfolgen geschieht hier genau wie
bei der Orientierung der Spitzenteile, etwas aufwendiger ist aber die Speicherung der Teilevertauschung.
Da auch hier Zige fickwarts angewendet werden sollenane es von Vorteil, wenn das Formair fdie
Permutationen sowohl voiwts wie auchiickwarts ausgelesen werdedarinte.

Folgender Aufbau eilt diese Forderung: Die erste Zahl gibt den Platz eines Teiles an, die zweite
Zahl gibt an, wohin das Teil vom ersten Platz verschoben werden soll. So wird mit den folgenden Zahlen
fortgefahren. Taucht die Nummer des ersten Platzes des Zyklus nochmals auf, wird der Zyklus nach der
damit verbundenen Verschiebeoperation beendet. Folgt in dem Feld eine weitere Zahl, leitet diese einen
neuen Zyklus ein.

Da auch die Plazierung der flachen Teile mit einer einzigen Sequenz vollbracht werden soll, ist es
wichtig, dal® jeder Platz mindestens einmal in der Permutationsbeschreibung auftaucht, dérdagr
Programm automatisch ob dieser Platz das korrekte Teiléknihogliche Alternative: Man sortiert die
Zugfolgen so, dal} die Zugfolgen, die viele Teile beeinflussen vor denen auf Anwendlidmbgtift
werden, die wenig bewirken. Damit ist sichergestellt, dal} das Programm Folgen vermeidet, die nur ein
paar Teile richtig anordnen und andéieergehen.

Abstraktes Beispiel:

¢ Buchstabenfolge: abcdef
e Permutationsbeschreibung als Zahlenfeld: (2,3,4,2,1,6,1,5,5)
e Bedeutung: Vertausche Platz 2,3,4 zyklisch, Vertausche Platz 1 mit Platz 6, Teste Platz 5

e Ergebnis: fdbcea

3.1.5 Schnittstelle zur Grafik

Vom Programmiteil, der die grafische Ein- und Ausgabernimmt, wird eine Beschreibung des Puzzles
Ubergeben, die mit der internen Datenstruktur nicht gébereinstimmt. Da der Benutzer bei der Eingabe
eine recht groRe Freiheit hat, ist es zum Beispiéflich, dal man darin nicht existente Teile oder Teile
mehrfach vorfindet.

Die Datenstruktur verwaltet die Teile in der gleichen Anordnung wie die Datenstruktur fisenL
des Puzzles, der einzige Unterschied besteht in der Kodierung der Teile. Hier werden die Teile nicht
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durch Nummer und Orientierung sondern durch ihre drei Fattitlen kodiert. Die flachen Teile be-
kommen dreimal die gleiche Farbe. Die Routine zZUbrertragen dieser Struktur in die Struktir den
Losungsalgorithmus durchsuckit fedes Teil die Beschreibung aller Farbtdthen und versucht sie durch
zyklisches Vertauschen libereinstimmung zu bringen. Diétige Vertauschung gibt die Orientierung des
Teils an. Ist diese Suche erfolglos, existiert das beschriebene Teil nicht. Im weiteren wird nur noch der Test
durchgetihrt, ob jedes Teil nur einmal verwendet wird (anhand eines Bitsets), womit sich derii@sger

ob jedes Teil mindestens einmal eingesetzt wurde.

3.1.6 Automatische Tests

Die Algorithmen fir das Herstellen der Tetraederform und das Plazieren der Spitzenteile wurden nur mit
Hilfe von zufallig verdrehten MiniTets getestetilFalle Zugfolgen der letzten beiderbsungsetappen
wurden Verdrehungen gefunden, die die §eachten Zugfolgen erfordern. Damit wurde sowohl getestet,

ob die richtige Zugfolge zur Anwendung ausgawt wurde und ob die damit assoziierte Zugfolge richtig
eingegeben war. In weiteren Tests wurde sichergestellt, da3 Verdrehung und Umkehrung der gespeicherten
Zugfolgen korrekt erfolgt. Zum Abschluf wurde debdungsalgorithmus einem aiibflichen Selbsttest
unterzogen. Das Programm hat foétlwend mit zudlligen Zigen das Puzzle verdreht und danach mit dem
Losungsalgorithmus geordnet, und im Falle, daR das nicht gelingt, die Zugfolge ausgegeben, die zu der
unlésbaren Stellung gehrt hat und danach abgebrochen.

3.2 Rubiks Wiirfel
3.2.1 Theoretische Grundlagen

Zuerst soll untersucht werden, wie vielé@ilichkeiten man beim Zusammenbau degri%ls hat. Die acht
Ecken Knnen beliebig permutiert und orientiert sekh (3%), ebenso die Kanterig! - 2'2). Wir erhalten
etwa5.19-10%° Zustinde. Diese Zu&nde Knnen nicht alle durch Drehen erreicht werden. Wir beobachten,
dal es bei jeder Drehung folgende Invarianten gibt:

1. Die Summe der Orientierungen der Eckeémfel bleibt gleich.

2. Die Summe der Orientierungen der Kantémfel bleibt gleich. Die genaue Festlegung der Orientie-
rungen (siehe unten) ist dabei irrelevant.

3. Die Parifait von Ecken- und Kantenvertauschungen zusammengenommen bleibt gleiénuigkl
Fuhrt man eine Drehung auf Vertauschung von Teilerilgky dann ist die Gesamtzahl der Vertau-
schungen geradzahlig.

Bezeichnet man alle Zustde alsaquivalent, die durch Drehungen ineinandéerfihrbar sind, ze#illt
die Menge aller Zusginde in 12 gleich groR&quivalenzklassen (Universen, gliche Module der Ecke-
norientierungssummenr 2 mogliche Kantenorientierungssummenpién x 2 Vertauschungspaéten).
Die Machtigkeit einerAquivalenzklasse is5.19 - 1020/12 = 4.33 - 10'. Man braucht mindestens 17
AufRenscheibendrehungen um alle diese Stellungen von der Grundstellung aus zu ert&ichéi (=
7.88 -10'® < 4.33 - 10'), maximal aber 52 mit dem Algorithmus von Thistlethwaig [

3.2.2 Testumgebung

Analog zur Losung beim MiniTet wird zur Testausgabe und -eingabe eitigébeschreibung verwendet,

die die Seitenichen widerspiegelt. Da diese all&glichen FRarbungen des Wtfels (also auch unerlaubte)
zulal3t und der grafischen Aufbereitung sehr nahe kommt, wird sie ebenfalls als Schnittstelle zum Grafik-
programmteil eingesetzt.

3.2.3 Datenstrukturen und Operationen

Die vom Losungsalgorithmus verwendete Datenstruktur ist der vom MiniTet @anizch, nur das hierli
jede der drei Teilesorten ein Feld mit Plazierungen und Orientierungen verwaltet wimdieFOrientierun-
gen der Ecken wird die gleiche Markierung verwendet wie beim MiniTet, die Mitten sind orientierungsfrei.
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Abbildung 12: Codierung der Orientierung von Rubikdelteilen

10

2

Abbildung 13: Nummerierung der Rubikirfelteile

Bleibt noch zu karen, mit welchen Markierungen man die Orientierung der Kantenteile festmacht. Es hat
sich als unpraktisch erwiesen, ebenfalls Grund- oder Dacké der unteren bzw. oberen Kantenteile zu
markieren, denn diese Markierungfdt sich nicht auf die vier Kantenteile an der Seite fortsetzen. Statt-
dessen wurde eine Markierung gait, die geviahrleistet, dal3 bei allen denkbaren Vierteldrehungen die
Orientierungen&mtlicher beteiligter Kanten gekippt werden.

Im Gegensatz zum MiniTet ergibt sich die Schwierigkeit, daf} sich die Kanten- und Mittenteile kaum
logisch numerieren lassen, das heil3t es ist schviglioh, solche Fragen wighMelche Teile gebiren zu
welcher Scheibe?* allein mit einfachen Berechnungen zu beantwortenig&emdaher Tabellen einge-
geben werden, die verzeichnen, welche Permutationen durch eine Drehung bewirkt werden. Eine weitere
Fehlerquelle, die durch Tests ausgeschaltet werden muf3.

3.2.4 Lodsungsalgorithmen

Wir hatten erkannt, dafd anders als beim MiniTet nicht alle Permutationen aus der Grundstellung durch
Drehungen erreichbar sind. Folglich mul3 vor dedisén sichergestellt werden, dal3 sich der angegebene
Wirfelzustand im gleichen Universum wie die Grundstellung befindet. Die Summe der Eckenorientierun-
gen und die der Kantenorientierungefisaen 0 sein und die Inversionen von Ecken- und Kantenpermuta-
tion missen gleiche Paéit besitzen. Dieser Test wird jedemdungsversuch vorangestellt.

Vollstandige Suche Die Anzahl der Stellungen des Rubikiifels Ubersteigt die der Stellungen des
MiniTets um einige GaRenordnungen. Eine Tiefen- oder Breitensuche zidseh des Puzzles ist daher
vollig aussichtslos. Ziberlegen ire, ob man durch die Wahl von geeigneten Kriterien Zwischenstationen
definieren Bnnte, anhand derer maberpiifen kbnnte, ob die Suche noch in die richtige Richtuagft.

Ein solches Verfahren kann man zum Beispiel zum Ordnen der ersten Ebene einsetzen.

Intuitive L dsung Die Idee ist die gleiche wie beim MiniTet: Man zerlegt den gesami&suhgsweg in
mehrere Zwischenergebnisse und verwendet in jedem Schritt Zugfolgen, die die in vorigen Schritten er-
reichten Ergebnisse nicht wieder zérsin. Sowohl die Wahl der Etappen als auch die Komiexier Zug-

folgen, um eine Etappe zu baltigen, Af3t viele Moglichkeiten offen. Beim Thistlethwaite-Algorithmus
werden die Zwischenstationen so gdwt, dal man in der ersten Etappe allg& verwenden darf, in der
zweiten Etappe in einer bestimmten Dimension nur noch Doppeldrehungen, in der dritten Etappe bereits in
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zwei Dimensionen nur noch Doppeldrehungen und in der letzten Etappe nur noch Doppeldrehungen, bei
anderen Strategien werden zuerst alle Teile der Oberschicht, dann alle der Unterschicht und zum Schluf3
alle Teile der Mittelschicht geordnet, wieder andere Verfahren ordnen erst alle Ecken dann alle Kanten oder
umgekehrt.

Hier wird das Verfahren au$]implementiert:

1. Drehe gesamten Wfel in eine bevorzugte Stellung
2. Plaziere Kanten der Oberschicht korrekt orientiert
Plaziere Ecken der Oberschicht korrekt orientiert

Plaziere Kanten der Mittelschicht korrekt orientiert

A ©®

5. Plaziere Ecken der Unterschicht
6. Orientiere Ecken der Unterschicht
7. Plaziere Kanten der Unterschicht korrekt orientiert

Entweder man trifftfir jede Phase eine kleinstigliche Auswahl an Zugfolgen, die allétigen Opera-
tionen abdecken oder man benutzt Zugfolgen, die eine Phase im Géaseenih bchstens zwei Schritten
oder auch mehr. Im ersteren Faliiwden also nur einzelne Teile plaziert oder orientiert. Wir wissen aber,
daf3 das nicht immer geht. Folglich kippt zum Beispiel eine Zugfolge, die eine Kante kippt, auch mindes-
tens eine andere ungewollt. Ein Programm, das mit solchen Zugfolgen arbeiten kann, ist komplizierter,
weil es manchmal die Nebenwirkungen von mehrerégeh gegeneinander ausspielen muf3. Diesjn [
vorgestellten komplexenigje haben diesen Mangel nicht, utithfen gewdhnlich schneller zum Ziel, sind
dafur wiederum schwerer zu merken, weil es deutlich mehr als unbedirigtsind.

Orientierung des Wiirfels Der Losungsalgorithmudif den Wirfel vereinfacht sich analog zu dem
fur das MiniTet, wenn man eine bestimmte Orientierung des gesamifefe/voraussetzen kann. Da die
Mittelteile des Wirfels durch ein Gestell fest miteinander verbunden sind, bietet sich die Fixierung der
Mittelteile gegeifiiber der Fixierung eines Eckenteiles an.

So funktioniert der Algorithmus:

1. Es wird Uberpiift, ob am Wirfel alle Mittelteile, die sich gegénberliegen riissen, das tadshlich
tun.

2. Das Mittelteil 0 wird aufgesucht und mit einer Drehung des ganzéarf&é an seinen Platz gebracht.

3. Der Wurfel wird so lange um die senkrechte Achse gedreht (die Achse senkrecht durch das Mit-
telteil 0) bis Teil 1 an der richtigen Stelle ist. Diese Schleife terminiert, da dieses TéitHditsh
eingesetzt wurde, sonstane ein anderes Mittelteil doppelt verwendet worden und da®\n ei-
nem fiiheren Test aufgefallen und zum anderen muf3 sich wegen 1. dieses Teil aulerdem auf dem
Aquator befinden.

4. Test, ob Position 2 das Teil 2 efdh Dieser Test stellt sicher, da’ die Mittelteile 0, 1, 2 in der
richtigen Position zueinander stehen. Wegen 1. sind dann alle Teile korrekt plaziert.

Plazierung der Kanten in der Oberschicht Die Anzahl der Konstellationen bei diesem Problem ist
recht grof3 und die &ngen der Zugfolgen gering. E&3t sich nachpifen, dald stets vierifye gefigen,
um eine weitere Kante in der oberen Ebene korrekt orientiert einzusetzemaréssamit unklug, eine
vollstandige Fallunterscheidung zilifren und woraglich auf besonders elegante Zugfolgen zu verzichten,
die man mit der vollsindigen Suche im allgemeinen findet.

Die ganze Etappealt sich mit einer Tiefensuche zwar nictisén, aber einzelne Schritte schon. Im
schlechtesten Fall soll der Suchalgorithmus jedes Kantenteil einzeln einordnen, wir wollebgliehWeit
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aber nicht ausschliel3en, bessere Zugfolgen zu finden. Dazu werden alle Zugfolgen bis zu einer vorgegebe-
nen Lange untersucht und es wird die Sequenz angewendet, die die beste Bewerélin@erlgleichen
Bewertungen hat natlich die kirzere losung Vorrang.

Wir fiihren ein Bewertungssystem ein, das dem Suchalgorithmus mitteilt, ob bereits eine Verbesserung
erreicht wurde und wie gut diese gediper anderen ist. Gahlt wird die Anzahl der korrekt einsortierten
Kantenteile. War vor der Suche zum Beispiel eine Kante korrekt einsortiert, stellen zwei korrekte Kan-
ten eine Verbesserung dar, aber eine Zugfolge, die sogar drei korrekte Kanten einordnéirlish reat
bevorzugen.

Die so geiihrte Bewertung unterscheidet nicht, welche korrekt einsortierten Kanten hinzugekommen
sind. Es véare durchaus denkbar, daf? eine korrekte Kante wieder entfernt wird, iimdiefdrei anderen
Kanten einzusortieren.

Wenn wir die Suchtiefe mit vier @dgen ansetzen, ist einésung garantiert und der Algorithmuighirt
mit Sicherheit zum Ziel. Bngere Zugfolgen lassen sich derzeit nicht in akzeptabler Geschwindigkeit fin-
den.

Plazierung der Ecken in der Oberschicht Die Technik ist genau die gleiche, nur das Punktesystem
weicht ab. Das Problem beim Einsortieren der Ecken ist, dal3 schon die Zugfolgen zum Einsortieren einzel-
ner Teile bis zu sechsiige beanspruchen - zu larity eine Tiefensuche. Probleéile sind Ecken, die mit
der Deckseite nach unten in der Unterschicht liegen und Ecken die falsch in der Oberschicht angeordnet
sind. Es reicht daher nicht, Teile zu bewerten die éttitpeingeordnet sind, esissen auch die beachtet
werden, die in wenigenizyen einsortiert werdendkinen. Andererseits soll es sidlir fden Suchalgorith-
mus nicht lohnen, schon korrekt einsortierte Ecken wieder aus der Oberschicht zu nehmen, um sie in leicht
plazierbare zu verwandeln.

In der Praxis hat sich folgendes Punktesystemdiet

e 3 Punkte {ir jede korrekt plazierte Ecke
¢ 1 Punkt fir jede Ecke in der Unterschicht, deren Oberseite nicht nach unten zeigt

Folgerung: Nur wenn durch das Entfernen einer schon korrekt plazierten Ecke mindestens drei leicht pla-
zierbare Ecken entstehen, kann dieser Tausch akzeptiert werden. Die Bewertung arbeitet recht voraus-
schauend, denn von mehreren leicht plazierbaren Ecken wird immer die einsortiert, die beim Plazieren
keine andere Ecke in eine uimgstige Position bringt.

Auch hier kann maruberpiifen, dal3 eine Bewertungssteigerung innerhalb von vigred immer
mdoglich ist.

Losung der restlichen Etappen Im Gegensatz zur MiniTet&sung wird nicht @ir jede Etappe eine
eigene Routine verwendet. Stattdessen werden die Zugfolgen aller Etappen in einer sortierten Liste gespei-
chert. Die Sortierkriterien in absteigender Prigrit

1. Frihe Etappe
2. grof3e Auswirkung (viele bewegte Teile)
3. geringe Zugzahl

Das erste Kriterium stellt sicher, daf? jede Etappe abgeschlossen wird, bevachstamibergangen wird.
Das zweite Kriterium garantiert, daffige mit komplexer Wirkung nicht durch einfachere ersetzt werden
(was zu einer bheren Zugzahlithren wilrde). Dem dritte Kriterium liegt die Idee der greedy-Algorithmen
zugrunde, nur dal3 hierbei keineswegs sicher ist, daf? diese Wahl zum ingésaenek Ergebnisihrt,
weil ein einfacher Zug zur falschen Zeit die nachfolgenden Schritte deutlich verkomplizieren kann.

Wie beim MiniTet auch besteht die Beschreibung jeder Zugfolge aus ihrer Wirkung und der Zugfolge
selbst. Die Wirkung besteht hierbei aus der Kanten- und Eckenpermutation, in der Regel ist nur eine von
beiden besetzt. Die Permutationsbeschreibungadirebenfalls die Orientierungaderung jedes bewegten
Teiles und es ist kglich anzuzeigen, dal3 die korrekte Orientierung oder Plazierung durch diese Sequenz
noch nicht erreicht werden muf3.
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Die Losungsroutine geht nun die Datenbank duidberpiift ob die jeweiligen Wirkungen alle vor-
gesehenen Teile richtig plazieren und orientieren, oder ob man dies durch Spiegeln oder Drehen um die
senkrechte Achse oder durch Voranstellen eines Zubringerzuges in der unteren Ebene erreicht. Wird ei-
ne solche Sequenz gefunden, wird sie entsprechend modifiziert und angewendet. Ist keine Zugfolge mehr
anwendbar, geht der Algorithmus davon aus, dal3 das Puzdstgalrde. Die Datenbank mufrfjede
Zugfolge von vorne (oder zumindest vom Anfang der Etappe) durchsucht werden, da die Anwendung einer
Zugfolge wonbglich die Vorlage fir eine andere schafft, die in der Sequenz-Liste vor der aktuellen liegt.

3.2.5 Uberfiihrung unterschiedlicher Stellungen

Da es beim Rubik-\irfel keine Ve&nderungen der Puzzle-Form gibt, gestaltet es sich einfacher, den in-
tuitiven Losungsalgorithmus zutdberfiihren zweier von der Grundstellung verschiedenen Stellungen ein-
zusetzen.

Auf der Hand liegt die doppelte Anwendung der Gruwsiling: Man dst von der Ausgangsstellung
in Richtung Grundstellung, dann von der Zielstellung in Richtung Grundstellung und setzt den zweiten
Losungsweg invertiert an den ersten. Ergebnis ist ein durchschnittlich doppelt so lésgegkweg, der
dariberhinaus noch einen Nachteil hat: Man kann zwei Stellungen nicht ineinabedihren, wenn sie
zwar dem gleichen Universum, nicht aber dem Universum der Grundstellungéaageks vire ja denk-
bar, dal’ jemand mit einem falsch zusammengebautérfieharbeitet und zwei darauf realisierbare Stel-
lungen ineinandeiberfihren ndchte.

Wir wollen versuchen, das erweiterte Problem direkt auf den Grundalgorithmilskzufihern. Dazu
betrachten wir jede Stellung desiv¥els als Permutation seiner Teile, ebenso betrachten wir jeden Zug und
jede Zugfolge als Teilepermutation.

¢ O sei die Permutation des Grundzustandes

e A sei die Ausgangsstellung

e B seidie Zielstellung

e p seidie Permutation did in B Uberfihrt, alsoA - p = B

Gesucht ist eine Faktorisierung vprin Einzelige. Der urspingliche Algorithmus faktorisienh, wenn
X - p = O gilt und man dem Algorithmu& als Ausgangsstellungpergibt. Also formen wir um;
A-p=B
B 1. A.p=0
Wir miussen dem ésungsalgorithmug—! - A Gibergeben und erhalten direkt diédung fir das abgewan-
delte Problem.

Wie berechnet ma—! - A?
Man wendet die Permutatiof auf B—! an. B~! bestimmt man durch Auken vony” - B = O nachyY’.
Eine Permutation sei durch eine Tabelle gegeben, welche von den Origimatphuf die Zielg@tze abbil-
det.
Invertierung vonB (Z = B~1') bedeutet: Br jedesn nimm n-te Zahl ausB, beschreibe den dadurch
adressierten Eintrag id mit n.
Anwendung vond auf X (Z = X - A) bedeutet: Br jedesn nimm n-te Zahl ausX, schreibe sie in den
Eintrag vonZ, der durch diex-te Zahl in A adressiert wird.

3.2.6 Automatische Tests

Um Tippfehler beim Erstellen der Zugfolgen-Datenbank aufiavesp, wurde die sortierte Liste bei den
Zugfolgen der letzten Etappe beginnend abgearbeitet und jede Zugfolge wurde auf den anfangs sortierten
Wiirfel angewendet. Danach wurde verglichen, ob die Zugfolgen einer Etappehiath alle Teile, die sie

nicht veandern drfen, unbeihrt liel3en.

Der zweite Test solltaiberpiifen, ob die Permutationen korrekt eingegeben sind, in dem die zu-
gehbrige Zugfolge tickwarts ausgeéthrt wurde und dann derdsungsalgorithmus auf den erhaltenen Zu-
stand angewendet wurde. Dieser Tésifl leider nicht selbgindig, denn manche Zugfolgen erzeugen beim
Ruckwartsaudfihren eine Situation, die sich auch andésseh aft.
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Zum Schluf? erfolgte der Routine-Test, der deiarf#l zufallig verdreht und anschlieRend setostig
|ost. Versagt der isungsalgorithmus bricht der Test ab.
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